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V zaključni nalogi je obravnavana dinamika neuravnoteženega togega rotorja. Namesto 
izvajanja preizkusov na dejanskem rotorju, analizo izvedemo s pomočjo numerične 
simulacije. V prvem delu naloge najprej določimo model rotorja, ki ga bomo obravnavali. 
Nato spoznavamo fizikalne lastnosti in proučujemo gibanje takšnega rotorja. Rezultat 
simulacije je časovni potek reakcij v podporah rotorja. Rezultate analiziramo in na njihovi 
osnovi predstavimo in izvedemo balansiranje rotorja. V drugem delu naloge analiziramo 
dinamiko rotorja na ležajnih mestih. Rotor obravnavamo kot sistem togega telesa vpetega v 
sistem vzmeti. Nato proučujemo gibanje sistema z dvema prostostnima stopnjama. Z 
numerično simulacijo določimo nihanje podpor rotorja ter na osnovi hitrosti vibracij na 
ležajnih mestih umestimo rotor v obratovalni razred po standardu ISO 10816-1:1995. 
 
 
 
 
 
 
 
 viii 
Abstract 
UDC 004.942:519.876.5(043.2) 
No.: UN I/1104 
 
 
 
Dynamic analysis of unbalanced rigid rotor 
 
 
 
Jan Herman 
 
 
Key words:   rotor 
 rigid body 
 unbalance 
 dynamics analysis 
 rotor balancing 
 numerical simulation 
 two degree of freedom      
  
 
 
 
 
 
 
In this thesis, the dynamics of unbalanced rigid rotor is analysed. Instead of obtaining 
experimental data on real rotor, the analysis of rotor dynamics is performed with numerical 
simulation. First, mathematical model of a rotor is developed. Then the rotor dynamics and 
equations of motion are derived. The result of simulation are time dependent reaction forces 
in bearings. Based on reaction forces analysis, two plane balancing of a rotor is presented 
and performed. In the second stage the oscillation of two degree of freedom rotor model in 
supports is analysed. The result of the simulation are vibrations in rotor supports. Based on 
the oscillation speed in supports the rotor is categorized in the quality zone by standard ISO 
10816-1:1995. 
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1. Uvod 
1.1. Ozadje problema 
Neuravnotežen rotor je posledica neenakomerne masne razporeditve okoli osi vrtenja. Že pri 
konstrukciji geometrije rotorja moramo zagotoviti masno uravnoteženje. Kljub temu pa 
lahko pride do nepravilnega uravnoteženja, zaradi heterogene razporeditve mase v 
posameznem strojnem elementu, odstopanj rotorja od teoretičnih mer in obrabe delov 
rotorja. Masno neuravnoteženost popišemo z ekscentrom, ki podaja odstopanje težišča 
rotorja od osi vrtenja. Posledica masne razporeditve je lahko tudi dvojica sil, ki deluje v 
ravnini v kateri leži os vrtenja. Neuravnotežen rotor povzroča reakcijske sile v podporah, 
vibracije, hrup, obrabo strojnih elementov in krajšo življenjsko dobo naprave. Če se želimo 
temu izogniti je potrebno rotor balansirati. To lahko storimo z odvzemanjem ali dodajanjem 
mase na rotor. Obstaja več metod za določitev neuravnoteženosti rotorja. Merimo lahko na 
primer silo v podporah rotorja ali pa hitrost vibracij na ležajnih mestih ter na podlagi tega 
definiramo lokacijo dodajanja ali odvzemanja mase, da rotor uravnotežimo [1,2,3,4]. 
 
 
1.2. Cilji 
V okviru zaključne naloge je cilj zapisati matematični model togega rotorja ter popisati 
posledici, ki jih tak rotor povzroči. Prva je časovni potek sil v podporah, na podlagi katerih 
se bo izvedlo balansiranje rotorja. Druga posledica je nihanje na ležajnih mestih na podlagi 
katere se bo izvedla umestitev rotorja v obratovalni razred po standardu ISO 10816-1:1995. 
Za določitev časovnega poteka sile v podporah moramo prvo določiti model, ki ga bomo 
obravnavali. Matematična formulacija rotorja bo temeljila na zapisu gibalne enačbe. Z 
rešitvijo gibalne enačbe bomo določili zasuk rotorja ter reakcije v podporah v odvisnosti od 
časa. Sledila bo določitev mase in lege balansirnih mas. Programska koda izračunov bo 
zapisana v programskem jeziku Wolfram Mathematica.
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2. Teoretična izhodišča 
2.1. Osnove balansiranja 
Preko balansiranja rotorja spremenimo geometrijo tako, da čimbolj zmanjšamo obremenitve 
v ležajih. Ločimo statično in dinamično neuravnotežene rotorje ter kombinacijo obeh [3,5]. 
 
 
2.1.1. Statično neuravnotežen rotor    
Statično uravnoteževanje se nanaša na kratke rotorje [5]. Primer kratkega rotorja je prikazan 
na sliki 2.1. Za kratke rotorje velja:  
 
𝑙R
𝑑R
≪ 1, 
(2.1) 
 
kjer lR predstavlja dolžino rotorja, dR pa njegov premer. Pri statičnem uravnoteževanju 
želimo, da je razdalja oziroma ekscenteričnost med težiščem rotorja in osjo vrtenja e čim 
manjša. Zaradi ekscentričnosti rotorja nastane pri rotiranju centrifugalna sila Fc [3]: 
 
𝐹c = 𝑚R𝜔
2𝑒. (2.2) 
1 2.1 Osnove balansiranja 
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Slika 2.1: Shematski prikaz kratkega rotorja. 
 
Če je sila trenja Ftr v ležajih majhna, se bo statično neuravnotežen rotor na katerega ne deluje 
noben zunanji moment vedno postavil tako, da bo težišče rotorja ležalo pod osjo vrtenja. 
Problem statičnega neuravnoteženja lahko rešimo tako, da na nasprotno stran osi vrtenja 
glede na lego ekscentra namestimo balansirno maso, ki bo celotno težišče rotorja prestavila 
v os vrtenja. Predpostavimo velikost balansirne mase mb , vrtilno hitrost ω, maso rotorja mR 
ter ekscenter e. Izhajamo iz pogoja, da je vsota radialnih sil, ki jih povzročita ekscenter 
rotorja in balansirna masa enaka nič [2,3]. Balansiranje kratkega rotorja je predstavljeno na 
sliki 2.2. 
 
∑ 𝑭𝑖 = 0 
(2.3) 
 
𝑚R𝝎
2𝒆 + 𝑚b𝝎
2𝒓b = 0 (2.4) 
 
𝒓b = −
𝑚R𝒆
𝑚b
 
 (2.5) 
 
1 2.1 Osnove balansiranja 
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Slika 2.2: Balansiranje kratkega rotorja. 
 
 
2.1.2. Dinamično neuravnotežen rotor 
Dinamično uravnoteževanje se nanaša na dolge rotorje. Za dolge rotorje velja: 
 
𝑙R
𝑑R
> 1. 
(2.6) 
 
 
 
Slika 2.3: Dinamično neuravnotežen dolgi rotor. 
 
Dinamično neuravnotežen rotor je lahko statično uravnotežen. Primer je prikazan na sliki 
2.3. Masa pri dinamično neuravnoteženemu rotorju je okoli osi vrtenja razporejena tako, da 
zaradi nje pri rotiranju rotorja nastane dvojica sil, ki povzroči moment v ravnini v kateri leži 
os vrtenja. Posledica momenta sta reakcijski sili v ležajih. Takšen rotor lahko uravnotežimo 
z dodajanjem dveh mas, vsako v svojo ravnino [2,3]. Primer je prikazan na sliki 2.4, na kateri 
1 2.1 Osnove balansiranja 
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povzročata masi mt1 in mt2 dinamično neuravnoteženost rotorja, masi mb1 in mb2 pa rotor 
uravnotežita.  
 
 
 
Slika 2.4: Balansiranje dinamično neuravnoteženega rotorja. 
 
 
2.1.3. Statično in dinamično neuravnotežen rotor 
Rotor je lahko sočasno statično in dinamično neuravnotežen. Pri takšnem neuravnoteženju 
je os glavnega masnega vztrajnostnega momenta rotorja vzporedno odmaknjena in pod 
določenim kotom glede na os vrtenja. Vzporedni odmik osi glavnega MVM je posledica 
ekscentričnosti rotorja, zasuk osi pa povzročita deviacijska MVM Jx1z1 in Jy1z1. Da 
uravnotežimo tak rotor, moramo zagotoviti soosnost osi glavnega MVM rotorja in osi 
vrtenja. To pomeni, da moramo težišče rotorja prestaviti v os vrtenja ter izničiti deviacijske 
momente rotorja. Izkaže se, da lahko tak rotor uravnotežimo z minimalno dvema 
balansirnima masama, ki ju dodamo vsako v svojo ravnino, zato takemu uravnoteževanju 
pravimo tudi balansiranje v dveh ravninah [2,5].  
 
 
 
Slika 2.5: Statično in dinamično neuravnotežen rotor. 
1 2.2 Matematična formulacija balansiranja rotorja 
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2.2. Matematična formulacija balansiranja rotorja 
Na sliki 2.6 je prikazan tog rotor, vpet med ležajema 1 in 2. Koordinatni sistem xyz je 
nepomični koordinatni sistem. Koordinatna sistema x1y1z1 in x2y2z2 sta rotirajoča KS. Pri tem 
ima KS x1y1z1 izhodišče v ležaju 1, KS x2y2z2 pa v ležaju 2. Rotirajoča KS sta vedno zasukana 
tako, da težišče rotorja leži na ravnini x1z1 in x2z2. Zasuk rotirajočih KS popišemo s kotom 
φ(t). Na rotor delujejo zunanji momenti in zunanje sile. Reakcijske sile, ki nastanejo v ležajih 
opazujemo v rotirajočem koordinatnem sistemu. V podpori 1 sta reakcijski sili Fx1 in Fy1, ki 
se vrtita skupaj s koordinatnim sistemom x1y1z1, v podpori 2 pa sta to Fx2 in  Fy2, ki se vrtita 
skupaj s koordinatnim sistemom x2y2z2. Predpostavimo, da poznamo masne lastnosti rotorja 
prikazanega na sliki 2.6 ter vrednost zunanjega momenta M. Potemtakem je v sistemu  pet 
neznank Fx1, Fy1, Fx2, Fy2 in kot φ(t) [5]. 
 
 
 
Slika 2.6: Shematski prikaz rotorja s prisotnim ekscentrom. 
 
Na osnovi II Newtonovega zakona za togo telo, ki povezuje zunanje sile s spremembo 
gibalne količine, zunanje momente pa s spremembo vrtilne količine, se lahko izpelje pet 
enačb, potrebnih za določitev neznanih veličin.  
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Izpeljani izrazi za momente okoli posameznih osi v rotirajočem KS x1y1z1 so: 
 
∑ 𝑀𝑥1 = − 𝐽𝑥1𝑧1  ?̈? + 𝐽𝑦1𝑧1?̇?
2, (2.7) 
∑ 𝑀𝑦1 = − 𝐽𝑥1𝑧1  ?̇?
2 − 𝐽𝑦1𝑧1?̈?, 
(2.8) 
∑ 𝑀𝑧1 = 𝐽𝑧1𝑧1?̈?. 
(2.9) 
 
Izpeljani izrazi za ravnotežje sil v x1 in y1 oz. x2 in y2 smeri v rotirajočem KS pa:  
 
∑ 𝐹𝑥𝑖 = 0
𝑖
   
𝐹𝑥1 + 𝐹𝑥2 = −𝑚𝑒?̇?
2, (2.10) 
 
∑ 𝐹𝑦𝑖 = 0
𝑖
 
 
𝐹𝑦1 + 𝐹𝑦2 = 𝑚𝑒?̈? . (2.11) 
 
Iz enačb (2.7)-(2.11) opazimo, da so reakcije v podporah, ki so posledica dinamike rotorja 
enake nič takrat, ko težišče rotorja leži v osi vrtenja in ko sta deviacijska momenta rotorja z 
ozirom na KS x1y1z1 enaka nič [5].
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3. Obravnavani model rotorja 
Obravnavani rotor, prikazan na sliki 3.1 je sestavljen iz 5 elementov. Prvi element je gred, 
ki ima konstanti premer dG in je sestavljena iz dveh delov. Med njiju je vstavljen boben, ki 
ima konstanten premer dB. Na površino bobna sta nameščeni masni točki mt1 in mt2, ki 
predstavljata neuravnoteženost rotorja. 
 
 
 
Slika 3.1: Shematski prikaz obravnavanega rotorja. 
 
 
1 3.1 Masa rotorja 
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3.1. Masa rotorja 
Masa rotorja 𝑚R je enaka vsoti mas vseh elementov: 
 
𝑚R = 𝑚G + 𝑚B + 𝑚t1 + 𝑚t2, (3.1) 
 
kjer mG predstavlja maso gredi, mB maso bobna, mt1 in mt2 pa masi masnih točk.  
 
Gred in boben predstavljata vrtenini. Maso bobna mB in maso gredi mG dobimo z rešitvijo 
sledečih enačb: 
 
 
 
Slika 3.2: Vzdolžni presek vrtenine. 
 
d𝑚 = 𝜋𝑟B(𝑧)
2𝜌Bd𝑧.  
𝑚 = 𝜋𝜌B ∫ 𝑟B(𝑧)
2d𝑧
𝐿2
𝐿1
. 
 
(3.2) 
 
Za konstanten polmer bobna 𝑟B(𝑧) = 𝑟B in L2-L1=lB sledi: 
 
𝑚B = 𝜋𝜌B𝑟B
2(𝐿2 − 𝐿1) = 𝜋𝜌B𝑟B
2𝑙B, (3.3) 
 
kjer lB predstavlja dolžino bobna. 
 
Z upoštevanjem pravih mej pri integriranju analogno izračunamo maso gredi s konstantnim 
premerom dG: 
 
𝑚G = 𝜋𝜌G𝑟G
2(𝑙G1 + 𝑙G2). (3.4) 
 
 
3.2. Težišče rotorja 
Težišče, definirano v delu Krauta [6], za obravnavani rotor v z1 smeri izračunamo kot: 
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𝑧TR =
∑ 𝑚𝑖𝑧𝑖
.
𝑖
∑ 𝑚𝑖
.
𝑖
=
=
𝑙G1
2 𝑚G1 + (𝑙G1 + 𝑙B +
𝑙G2
2 ) 𝑚G2 + (𝑙G1 +
𝑙B
2 ) 𝑚B + 𝑧t1𝑚t1 + 𝑧t2𝑚t2
𝑚R
. 
 
 
 
 
(3.5) 
 
Težišče rotorja v x-smeri nepomičnega koordinatnega sistema exR definira izraz:  
 
𝑒𝑥R =
∑ 𝑚𝑖𝑥𝑖
.
𝑖
∑ 𝑚𝑖
.
𝑖
=
𝑟t1𝑚t1cos𝜑t1 + 𝑟t2𝑚t2cos𝜑t2
𝑚R
. 
 
(3.6) 
 
Težišče rotorja v y-smeri nepomičnega koordinatnega sistema eyR definira izraz:  
 
𝑒𝑦R =
∑ 𝑚𝑖𝑦𝑖
.
𝑖
∑ 𝑚𝑖
.
𝑖
=
𝑟t1𝑚t1sin𝜑t1 + 𝑟t2𝑚t2sin𝜑t2
𝑚R
. 
 
(3.7) 
 
Razdaljo med težiščem rotorja in osjo vrtenja e izračunamo z uporabo Pitagorovega izreka: 
 
𝑒 = √𝑒𝑥R2 + 𝑒𝑦R2. 
(3.8) 
 
Izračun začetnega kota lege težišča rotorja φTR z ozirom na x-os nepomičnega KS: 
 
Če 𝑒𝑥R > 0 in 𝑒𝑦R> 0 je 𝜑TR = arctan
𝑒𝑦R
𝑒𝑥R
 
Če 𝑒𝑥R< 0 in 𝑒𝑦R> 0 je 𝜑TR = 90° − arctan
𝑒𝑥R
𝑒𝑦R
 
Če 𝑒𝑥R < 0 in 𝑒𝑦R< 0 je 𝜑TR = 180° + arctan
𝑒𝑦R
𝑒𝑥R
 
Če 𝑒𝑥R > 0 in 𝑒𝑦R< 0 je 𝜑TR = 270° − arctan
𝑒𝑥R
𝑒𝑦R
. 
 
 
 
 
 
(3.9) 
 
 
3.3. Masni vztrajnostni momenti 
3.3.1. Težiščni masni vztrajnostni moment 
Težiščni masni vztrajnostni moment je izpeljan v delu Slaviča [5] in je za obravnavani rotor 
z ozirom na os vrtenja definiran kot: 
 
𝐽𝑧1𝑧1 = ∫(𝑥1
2+𝑦1
2
.
𝑚
)d𝑚. 
 
(3.10) 
 
Pomagamo si z oznakami iz slike 3.3 in za vrtenino zapišemo: 
 
𝐽𝑧1𝑧1 = ∫ 𝑟
2
.
m
d𝑚 
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dd𝐽𝑧1𝑧1 = 𝑚kol𝑟kol
2 
d𝐽𝑧1𝑧1 = 2𝜋𝜌 ∫ 𝑟 ∙ 𝑟
2d𝑟d𝑧
𝑟(𝑧)
0
 
𝐽𝑧1𝑧1 = 2𝜋𝜌 ∫
𝑟(𝑧)4
4
𝐿2
𝐿1
d𝑧. 
 
 
 
 
 
(3.11) 
 
 
 
Slika 3.3: Izpeljava MVM vrtenine. 
 
Za izračun MVM bobna Jz1z1B upoštevamo meje integriranja in konstanten prerez bobna 𝑟B: 
 
𝐽𝑧1𝑧1B =
𝜋𝜌B𝑟B
4𝑙𝐵
2
=
𝑚B𝑟B
2
2
. 
 
(3.12) 
 
Analogno izračunamo MVM gredi Jz1z1G s konstantnim premerom 𝑟G: 
 
𝐽𝑧1𝑧1G =
𝑚G𝑟G
2
2
. 
 
(3.13) 
 
Izračun MVM masnih točk: 
 
𝐽𝑧1𝑧1t1 =
𝑚t1𝑟t1
2
2
, 
𝐽𝑧1𝑧1t2 =
𝑚t2𝑟t2
2
2
. 
 
 
 
(3.14) 
 
Masni vztrajnostni moment rotorja Jz1z1 je enak vsoti MVM vseh elementov: 
 
𝐽𝑧1𝑧1 = 𝐽𝑧1𝑧1B + 𝐽𝑧1𝑧1G + 𝐽𝑧1𝑧1t1 + 𝐽𝑧1𝑧1t2 . (3.15) 
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3.3.2. Deviacijska masna vztrajnostna momenta 
Deviacijska masna vztrajnostna momenta izračunamo z ozirom na rotirajoč KS x1y1z1. 
Deviacijska masna vztrajnostna momenta sta definirana v delu Slaviča [5]: 
 
𝐽𝑥1𝑧1 = ∫ 𝑥1𝑧1
.
𝑚
d𝑚, 
 
(3.16) 
 
𝐽𝑦1𝑧1 = ∫ 𝑦1
.
𝑚
𝑧1d𝑚. 
 
(3.17) 
 
Za obravnavani primer imata gred in boben težišče na z1 osi in sta dvakrat simetrična. To 
pomeni, da ta dva elementa ne bosta povzročala deviacijskih MVM. Zaradi svoje lege ju 
bosta povzročali masni točki. Zapišimo deviacijski masni vztrajnostni moment rotorja Jx1z1: 
 
𝐽𝑥1𝑧1 = 𝑟t1𝑧t1𝑚t1cos(𝜑t1 − 𝜑TR) + 𝑟t2𝑧t2𝑚t2cos (𝜑t2 − 𝜑TR). (3.18) 
 
Zapišimo deviacijski masni vztrajnostni moment rotorja Jy1z1: 
 
𝐽𝑦1𝑧1 = 𝑟t1𝑧t1𝑚t1sin(𝜑t1 − 𝜑TR) + 𝑟t2𝑧t2𝑚t2sin (𝜑t2 − 𝜑TR). (3.19) 
 
V primeru, da bi vse masne točke ležale v eni ravnini, bi bil Jy1z1 enak nič, saj bi bila razdalja 
med ravnino x1z1 in težiščem od vsake od teh točk v y1 smeri enaka nič. 
 
 
3.4. Reakcije v ležajih 
Na posamezno podporo delujeta dve sili. Prva je posledica vrtenja rotorja in jo označimo z 
FDI, druga pa posledica sile teže rotorja in jo označimo z Fg. Za izračun komponent sile FDI 
si pomagamo z enačbo (2.7) in enačbo (2.8). Iz enačbe (2.7) lahko izrazimo silo FDIy2, iz 
enačbe (2.8) pa silo FDIx2 [4]: 
 
𝐹DI𝑦2 = −
∑ 𝑀𝑥1
𝑙𝑅
=
𝐽𝑥1𝑧1  ?̈? − 𝐽𝑦1𝑧1?̇?
2
𝑙𝑅
, 
 
(3.20) 
 
𝐹DI𝑥2 =
∑ 𝑀𝑦1
𝑙𝑅
=
−𝐽𝑥1𝑧1  ?̇?
2 − 𝐽𝑦1𝑧1?̈?
𝑙𝑅
. 
 
(3.21) 
 
Z izračunanima reakcijskima silama v drugem ležaju ter upoštevanjem enačbe (2.10) in 
enačbe (2.11) lahko izračunamo komponenti reakcijske sile v prvem ležaju, ki sta posledici 
vrtenja rotorja [4]: 
 
𝐹DI𝑦1 = 𝑚R𝑒R?̈? − 𝐹DI𝑦2 , (3.22) 
 
𝐹DI𝑥1 = −𝑚R𝑒R?̇?
2 − 𝐹DI𝑥2 . (3.23) 
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Izračunane komponente sile FDI se nanašajo na rotirajoča koordinatna sistema in so posledica 
vrtenja rotorja. Sila teže Fg deluje v negativni x-smeri nepomičnega KS xyz. Izračunamo 
deleža sile teže rotorja, ki ju bo prenašal posamezni ležaj. Pri tem si pomagamo s sliko 3.4. 
 
 
 
Slika 3.4: Statični model rotorja. 
 
Vsota vseh momentov okoli y-osi v ležaju 1 je enaka nič. Zapišemo: 
 
∑ 𝑀𝑦 = 0
.
𝑖
 
𝑚R𝑔𝑧T − 𝐹g2𝑙R = 0 
𝐹g2 =
𝑚R𝑔𝑧T
𝑙R
. 
 
 
 
 
(3.24) 
 
Vsota vseh sil v x-smeri je enaka nič. Zapišemo: 
 
∑ 𝐹𝑥 = 0
.
𝑖
 
𝐹g1 + 𝐹g2 − 𝑚R𝑔 = 0 
𝐹g1 = 𝑚R𝑔 − 𝐹g2. 
 
 
 
(3.25) 
 
 
3.4.1. Reakcije v ležajih brez upoštevanja sile teže 
Rezultanto sile v prvem ležaju, ki je posledica vrtenja rotorja FRDI1 lahko izračunamo z 
uporabo Pitagorovega izreka, saj sta sili FDIx1 in FDIy1 med seboj pravokotni (slika 3.5). 
Analogno izračunamo rezultanto v drugem ležaju z uporabo enačb: 
 
𝐹RDI1(𝑡) = √𝐹DI𝑥1(𝑡)
2 + 𝐹DI𝑦1(𝑡)
2, 
𝐹RDI2(𝑡) = √𝐹DI𝑥2(𝑡)
2 + 𝐹DI𝑦2(𝑡)
2. 
 
 
 
(3.26) 
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Slika 3.5: Sile na prvi ležaj brez upoštevanja sile teže. 
 
 
3.4.2. Reakcije v ležajih z upoštevanjem sile teže 
Za izračun rezultante med silo, ki je posledica vrtenja rotorja FRDI in silo teže Fg uporabimo 
kosinusni izrek. Za njegovo uporabo moramo popisati, kako se s časom spreminja kot med 
silama  FRDI in Fg.  
 
Na sliki 3.6 predstavlja kot φ(t) zasuk rotirajočega koordinatnega sistema glede na fiksen 
koordinatni sistem. Kot φTR predstavlja začetno lego x1 osi rotirajočega KS glede na x-os 
nepomičnega KS. Torej je lega težišča rotorja enaka: 
 
𝜑T(𝑡) = 𝜑TR + 𝜑(𝑡). (3.27) 
 
 
 
 
Slika 3.6: Sile na prvi ležaj ob upoštevanju sile teže. 
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Kot φx1DI1, označen na sliki 3.6 se nanaša na smer delovanja rezultante sile FRDI1 z ozirom 
na x1 os rotirajočega KS v prvem ležaju. Izračunamo kot φx1DI1 za prvi ležaj:  
 
Če 𝐹DI𝑥1(𝑡) > 0 in  𝐹DI𝑦1(𝑡) > 0 je φ𝑥1𝐷𝐼1(𝑡) = arctan
𝐹DI𝑦1(𝑡)
𝐹DI𝑥1(𝑡)
 
Če 𝐹DI𝑥1(𝑡)  < 0 in  𝐹DI𝑦1(𝑡) > 0 je φ𝑥1𝐷𝐼1(𝑡) = 90 − arctan
𝐹DI𝑥1(𝑡)
𝐹DI𝑦1(𝑡)
 
Če 𝐹DI𝑥1 (𝑡) < 0 in  𝐹DI𝑦1(𝑡) < 0 je φ𝑥1𝐷𝐼1(𝑡)  = 180 + arctan
𝐹DI𝑦1(𝑡) 
𝐹DI𝑥1(𝑡) 
 
Če 𝐹DI𝑥1(𝑡)  > 0 in  𝐹DI𝑦1(𝑡) < 0 je φ𝑥1𝐷𝐼1(𝑡) = 270 − arctan
𝐹DI𝑥1(𝑡)
𝐹DI𝑦1(𝑡)
. 
 
 
 
 
 
 
(3.28) 
 
Analogno izračunamo kot φx2DI2 v drugem ležaju. 
 
Sedaj lahko zapišemo smer delovanja sile FRDI glede na nepomičen KS 𝜑RDI𝑖. Indeks i se 
nanaša na posamezni ležaj. 
 
𝜑RDI𝑖(𝑡) = 𝜑T(𝑡) + 𝜑𝑥𝑖DI𝑖(𝑡) (3.29) 
 
Sila teže Fg deluje vedno v negativni –x smeri nepomičnega KS. Zapišimo kot delovanja sile 
teže z ozirom na x-os nepomičnega KS: 
 
𝜑g𝑖(𝑡) = 180°. (3.30) 
 
Razlika v kotu med silama znaša: 
 
𝜑RDIg𝑖(𝑡) = 𝜑g𝑖(𝑡) − 𝜑RDI𝑖(𝑡). (3.31) 
 
Sedaj lahko zapišemo rezultanto za oba ležaja v vrtečem koordinatnem sistemu z uporabo 
kosinusnega izreka:  
 
𝐹RDIg1(𝑡) = √𝐹RDI1(𝑡)2 + 𝐹g1(𝑡)
2 − 2𝐹RDI1(𝑡)𝐹g1(𝑡)cos𝜑RDIg1(𝑡), 
𝐹RDIg2(𝑡) = √𝐹RDI2(𝑡)2 + 𝐹g2(𝑡)
2 − 2𝐹RDI2(𝑡)𝐹g2(𝑡)cos𝜑RDIg2(𝑡). 
 
 
 
(3.32) 
 
 
3.5. Gibalna enačba rotorja 
Za popis dinamike rotorja izhajamo iz enačbe (2.9). Za togi rotor je MVM Jz1z1 konstanten 
in smo ga že izračunali z enačbo (3.15). Sedaj moramo določiti vplive, ki povzročajo 
moment rotorja okoli z1 osi. Da se rotor začne vrteti je na gred preko elektromotorja pripeljan 
moment, ki ga označimo z MEM. Ko rotor miruje deluje v podporah oz. v ležajih reakcija, ki 
je posledica sile teže rotorja. Ko ta začne rotirati pa v ležajih delujejo tudi sile, ki so posledica 
masne neuravnoteženosti rotorja. Rezultanta sile teže in dinamičnih sil povzroča radialno 
silo v ležajih, katere posledica je sila trenja. Sila trenja povzroča moment na razdalji 
notranjega polmera ležaja in deluje v nasprotni smeri gibanja gredi. Zvezo med rezultanto 
1 3.5 Gibalna enačba rotorja 
16 
sile, ki deluje na posamezni ležaj in silo trenja predstavlja koeficient trenja 𝜇 [6,7]. Za 
posamezni ležaj zapišemo: 
 
𝑀tr1(𝑡) = 𝐹tr1(𝑡) ∙ 𝑟min1 = 𝐹RDIg1(𝑡) ∙  𝜇1 ∙ 𝑟min1, 
𝑀tr2(𝑡) = 𝐹tr2(𝑡) ∙ 𝑟min2 = 𝐹RD2g2(𝑡) ∙ 𝜇2 ∙ 𝑟min2. 
 
(3.33) 
 
Sila teže deluje v težišču rotorja na razdalji e od osi vrtenja. Če težišče rotorja ne leži na osi 
vrtenja sila teže povzroča moment okoli z1 osi. Če je moment, zaradi sile teže dosti velik, se 
bo rotor v mirovanju vedno ustavil tako, da bo težišče ležalo pod z1 osjo. Zapišimo moment, 
ki ga povzroča sila teže: 
 
𝑀g(𝑡) = 𝑚R𝑒𝑔 sin𝜑T(𝑡). (3.34) 
 
Upoštevamo enačbo (2.9) in si pomagamo s sliko 3.7 ter zapišemo gibalno enačbo rotorja: 
 
?̈?(𝑡) =
∑ 𝑀𝑧1
𝐽𝑧1𝑧1
=
𝑀EM − 𝑀tr1(𝑡) − 𝑀tr2(𝑡) + 𝑀g(𝑡)
𝐽𝑧1𝑧1
. 
 
(3.35) 
 
 
 
Slika 3.7: Momenti okoli z osi.
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4. Izvedba analize 
V nadaljnji obravnavi bomo zanemarili vse vplive, ki jih povzroča sila teže. Ne bomo 
upoštevali momenta, ki ga sila teže povzroča pri rotaciji rotorja. Prav tako bomo zanemarili 
reakcijske sile, ki jih povzroča sila teže v ležajih. Razlog je lažja obravnava primera ter lažja 
analiza sil pri vrtenju rotorja.  Rešitev gibalne enačbe in prikazani rezultati se bodo nanašali 
na dimenzije in lastnosti rotorja, ki so prikazane v preglednici 4.1. Gibalno enačbo rešimo s 
pomočjo programa Wolfram Mathematica 11 z uporabo funkcije NDSolve, pri čemer 
upoštevamo začetne pogoje zapisane v preglednici 4.2. Programska koda izračunov je 
predstavljena v prilogi. Mathematica poda za rešitev gibalne enačbe dve rešitvi. Pravilna je 
tista, pri kateri vrednosti kotne hitrosti ne gredo v neskončnost. Razlog je v tem, da se z 
večanjem kotne hitrosti reakcijske sile v ležajih večajo, s tem se veča sila trenja in hkrati 
moment, ki zavira gibanje rotorja. To pomeni, da mora po določenem času kotna hitrost 
postati konstantna. 
 
Preglednica 4.1: Geometrija rotorja in lastnosti sistema. 
lG1 [m] 0.2 mt1 [kg] 100 
lB [m] 1.0 mt2 [kg] 100 
lG2[m] 0.2 r t1 [m] 0.2 
dG1 [m] 0.2 r t2 [m] 0.2 
dB [m] 2 φ t1 [º] 0 
dG2 [m] 0.2 φ t2 [º] 60 
ρG1 [kg/m3] 780 zt1[m] 0.2 
ρB [kg/m3] 780 zt2[m] 1.2 
ρG2 [kg/m3] 780 μ1 [/] 0.5 
MEM [Nm] 100 μ2 [/] 0.5 
 
 
Preglednica 4.2: Začetni pogoji. 
φ(t=0) ?̇?(t=0) 
φTR 0 
 
Na slikah 4.1-4.5 je prikazan grafični potek kota, kotne hitrosti, kotnega pospeška in sil v 
ležajih v ustaljenem stanju sistema. Iz slike 4.2 opazimo, da kotna hitrost najprej narašča, ter 
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po določenem času zavzame konstantno vrednost. Za natančnejšo določitev ustaljenega 
stanja lahko spremljamo odvod kotne hitrosti oz. kotni pospešek na sliki 4.3. Odčitamo, da 
je vrednost kotnega pospeška enaka nič pri 350s. 
 
 
 
Slika 4.1: Zasuk rotorja φ(t). 
 
 
 
Slika 4.2: Kotna hitrost rotorja 𝜔(t). 
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Slika 4.3: Kotni pospešek rotorja 𝛼(t). 
 
Na sliki 4.4 in sliki 4.5 je prikazana vrednost rezultante sile na posamezni ležaj v rotirajočem 
KS v odvisnosti od časa. 
 
 
 
Slika 4.4: Rezultanta sile v prvem ležaju v rotirajočem KS. 
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Slika 4.5: Rezultanta sile v drugem ležaju v rotirajočem KS. 
 
Iz slike 4.4 in slike 4.5 razberemo, da dosežeta sili v ustaljenem stanju konstantno vrednost.  
 
Da določimo silo v x-smeri nepomičnega KS, moramo določiti projekcijo rezultante sile FRDI 
iz rotirajočega na nepomičen koordinatni sistem. Projekcijo izvedemo v smeri osi x. 
Projicirani sili označimo z F1x in F2x, komponente njunih amplitud v vrtečem KS pa Fx1, Fy1, 
Fx2, Fy2. 
 
Slika 4.6 prikazuje časovno odvisnost reakcij v nepomičnem KS v x-smeri v prvem in 
drugem ležaju pri konstantni kotni hitrosti v ustaljenem stanju. Sili imata v x-smeri v 
ustaljenem stanju konstantno amplitudo, le ta pa kroži s konstantno kotno hitrostjo. 
Opazimo, da prihaja med silama do faznega zamika. Na podlagi poteka sile (slika 4.6) lahko 
določimo velikost neuravnoteženosti. Tovrstni simulirani signal lahko privzamemo kot 
izmerjen potek sile v podporah. 
 
 
 
Slika 4.6: Reakciji v x-smeri fiksnega KS. 
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V praksi bi morali pred samim zagonom na rotorju določiti referenčno točko, ki bi 
označevala začetni kot merjenja. V obravnavanem primeru je referenčna točka v začetnem 
stanju sistema pri času t=0, pri 0º z ozirom na x-os nepomičnega KS. Z ozirom na referenčno 
točko, lahko na osnovi slike 4.7 določimo lego težišča rotorja, kar nam bo predstavljajo tudi 
lego vrtečega KS x1y1z1. Težišče rotorja, ki leži na ravnini x1z1 bo soležno z ravnino xz takrat, 
ko bo izmerjena sila F1x + F2x minimalna. Takšno stanje je na sliki 4.7 z ozirom na referenčno 
točko prikazano pri kotu φTR [4]. 
 
 
 
Slika 4.7: Odčitavanje vrednosti sil in kotov iz poteka sile. 
 
Iz slike 4.7 razberemo, da ima sila F2x fazni zamik glede na pozicijo težišča za kot φF2, sila 
F1x pa ima v nasprotni smeri fazni zamik za kot φF1. Odčitana kota in amplitudi sil vnesemo 
v krožni diagram na sliki 4.8 s katerega nato odčitamo komponente sil Fx1, Fy1, Fx2, Fy2. 
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Slika 4.8: Krožni diagram. 
 
Preglednica 4.3: Odčitane vrednosti smeri delovanja sil in velikosti sil. 
φF1 [º] φF2 [º] Fx1 [N] Fx2 [N] Fy1 [N] Fy2 [N] F1x [N] F2x [N] 
-20 +20 -940 -940 350 -350 1000 1000 
 
 
Iz odčitanih vrednosti smeri in velikost sil, zapisanih v preglednici 4.3, lahko izračunamo 
mRe, Jx1z1 in Jy1z1, kar nam predstavlja vse potrebne informacije o neuravnoteženosti rotorja. 
Veličine izrazimo iz enačbe (2.7), enačbe (2.8) in enačbe (2.10) in izračunane vrednosti za 
obravnavani rotor zapišemo v preglednico 4.4. Kotno hitrost odčitamo s slike 4.2 in v 
ustaljenem stanju znaša ?̇? = 7,25 rad/s. 
 
𝑚 𝑒 = − 
𝐹𝑥1 + 𝐹𝑥2
𝜑2̇
 
 
(4.1) 
 
𝐽𝑦1𝑧1 = −
𝐹𝑦2𝑙R
𝜑2̇
 
 
(4.2) 
 
𝐽𝑥1𝑧1 = −
𝐹𝑥2𝑙R
𝜑2̇
 
 
(4.3) 
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Preglednica 4.4: Dejanske in izračunane vrednosti neuravnoteženosti na osnovi simuliranega 
poteka sile. 
 m e [kg m] Jx1z1 [kg m2] Jy1z1 [kg m2] 
vrednosti na osnovi 
simuliranega poteka sile 
35,77 25,04 9,32 
dejanska vrednost 34,63 24,25 10 
 
 
4.1. Balansiranje rotorja 
Da balansiramo rotor, ki je hkrati dinamično in statično neuravnotežen potrebujemo dve 
balansirni masi mb1 in mb2. Prvo dodamo v ravnino, ki seka z os pri zb1=lG1, drugo pa pri zb2= 
lG1+lB. Na osnovi enačb (4.4)-(4.9) zapišemo sistem enačb z neznankami mb1, mb2, x1b1,x1b2, 
y1b1, y1b2 [4]. 
 
Tedaj, ko dodamo balansirni masi, mora težišče ležati na osi vrtenja v x1 smeri: 
 
𝑚R𝑒 + 𝑚b1𝑥1b1 + 𝑚b2𝑥1b2 = 0. (4.4) 
 
Podobno velja tudi za y1 smer: 
 
𝑚b1𝑦1b1 + 𝑚b2𝑦1b2 = 0. (4.5) 
 
V izogib pojava dvojice sil, zaradi masne razporeditve, morata biti deviacijska MVM enaka 
nič. Upoštevamo novonastala deviacijska MVM, ki ju povzročita balansirni masi in 
zapišemo, da morata biti deviacijska momenta rotorja po balansiranju enaka nič: 
 
𝐽𝑥1𝑧1 + 𝑚b1𝑥1b1𝑧b1 + 𝑚b2𝑥1b2𝑧b2 = 0, (4.6) 
 
𝐽𝑦1𝑧1 + 𝑚b1𝑦1b1𝑧b1 + 𝑚b2𝑦1b2𝑧b2 = 0. (4.7) 
 
Upoštevamo predpostavko, da obe masi dodamo na isti radij rb: 
 
𝑟b
2 = 𝑥1b1
2
+ 𝑦1b1
2, (4.8) 
 
𝑟b
2 = 𝑥1b2
2
+ 𝑦1b2
2. (4.9) 
 
Z rešitvijo sistema enačb dobimo štiri rešitve. Od teh ima le ena obe vrednosti mas pozitivni, 
kar pomeni, da gre v tem primeru za dodajanje mase na rotor. Ker je maso na rotor lažje 
dodati, uporabimo to rešitev enačbe za balansiranje rotorja [4]. 
 
𝑚b1 =
√(𝐽𝑥1𝑧1 − 𝑚R𝑒𝑧b2)2 + 𝐽𝑦1𝑧1
2
√𝑟b2(𝑧b1 − 𝑧b2)2
 
 
 
(4.10) 
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𝑚b2 =
√(𝐽𝑥1𝑧1 − 𝑚R𝑒𝑧b1)2 + 𝐽𝑦1𝑧1
2
√𝑟b2(𝑧b1 − 𝑧b2)2
 
 
 
(4.11) 
 
𝑥1b1 =
𝑟b(𝑧b1 − 𝑧b2)(𝑚R𝑒𝑧b2 − 𝐽𝑥1𝑧1)
√(𝑧b1 − 𝑧b2)2√(𝐽𝑥1𝑧1 − 𝑚R𝑒𝑧b2)2 + 𝐽𝑦1𝑧1
2
 
 
 
(4.12) 
 
𝑦1b1 =
𝐽𝑦1𝑧1𝑟b(𝑧b2 − 𝑧b1)
√(𝑧b1 − 𝑧b2)2√(𝐽𝑥1𝑧1 − 𝑚R𝑒𝑧b2)2 + 𝐽𝑦1𝑧1
2
 
 
 
 
 
(4.13) 
 
𝑥1b2 =
𝑟b(𝑧b1 − 𝑧b2)(𝐽𝑥1𝑧1 − 𝑚R𝑒𝑧b1)
√(𝑧b1 − 𝑧b2)2√(𝐽𝑥1𝑧1 − 𝑚R𝑒𝑧b1)2 + 𝐽𝑦1𝑧1
2
 
 
 
(4.14) 
 
𝑦1b2 =
𝐽𝑦1𝑧1𝑟b(𝑧b1 − 𝑧b2)
√(𝑧b1 − 𝑧b2)2√(𝐽𝑥1𝑧1 − 𝑚R𝑒𝑧b1)2 + 𝐽𝑦1𝑧1
2
 
 
 
(4.15) 
 
Preglednica 4.5: Izračunane vrednosti mas in lege balansirnih mas. 
𝑚b1 [kg] 𝑚b2 [kg] 𝑥1b1 [m] 𝑦1b1 [m] 𝑥1b2 [m] 𝑦1b2 [m] 𝑟b [m] 
20,17 20,17 -0,89 0,46 -0,89 -0,46 1 
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5. Rezultati in diskusija 
V prvem delu naloge smo ugotovili, kakšen je časovni potek reakcij v podporah 
obravnavanega rotorja ter na podlagi teh reakcij določili, kakšne balansirne mase dodati na 
rotor, da bomo neuravnoteženost rotorja zmanjšali. Za obravnavani rotor, ki je statično in 
dinamično neuravnotežen ugotovimo, da imata reakciji v podporah enako amplitudo in 
različno fazo. Ugotovimo, da se dejanske vrednosti deviacijskih momentov in ekscentra 
rotorja razlikujejo od tistih, ki smo jih izračunali na podlagi simuliranih potekov sil v 
podporah. Različne vrednosti so posledica napake, ki jo storimo pri odčitavanju vrednosti s 
časovnega poteka reakcij v x-smeri (slika 4.7).  
 
Ekscenter rotorja in deviacijski momenti, ki so izračunani na podlagi simuliranih vrednosti 
poteka sil predstavljajo osnovo za določitev lege balansirnih mas. Z dodajanjem le teh 
neuravnoteženost rotorja zmanjšamo. Programska koda ne omogoča vnosa lege in mas 
balansirnih mas. Kljub temu pa lahko simuliramo balansiranje rotorja tako, da od dejanskih 
vrednosti deviacijskih MVM in ekscentra rotorja odštejemo tiste, ki smo jih izračunali na 
podlagi simuliranih vrednosti. Časovni potek reakcij po balansiranju je prikazan na sliki 5.1. 
 
 
 
Slika 5.1: Reakcije v podporah po balansiranju pri konstantni kotni hitrosti. 
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Ugotovimo, da amplituda reakcije v obeh podporah znaša 45N. To pomeni, da smo 
amplitudo reakcije zmanjšali za faktor 20. 
 
V nadaljevanju so predstavljeni časovni poteki sil v podporah v nepomičnem KS za različne 
neuravnoteženosti rotorjev v ustaljenem stanju sistema. 
 
 
5.1. Kratek rotor 
Na sliki 5.2 opazujemo simuliran časovni potek reakcij v podporah, pri vrtenju rotorja v 
ustaljenem stanju. Obravnavan je kratek rotor prikazan na sliki 2.1.  
 
 
 
Slika 5.2: Reakcije v podporah kratkega statično neuravnoteženega rotorja. 
 
Ugotovimo, da imata pri kratkem rotorju, ki je statično neuravnotežen, reakcijski sili v 
podporah enako fazo in amplitudo. 
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5.2. Dolgi rotor z enim masnim ekscentrom 
Na sliki 5.4 opazujemo simuliran časovni potek reakcij v podporah pri vrtenju dolgega 
rotorja (slika 5.3). 
 
 
 
Slika 5.3: Dolgi rotor z enim masnim ekscentrom. 
 
 
 
Slika 5.4: Reakcije v podporah dolgega statično neuravnoteženega rotorja. 
 
Ugotovimo, da imata pri dolgem rotorju, ki ima prisoten en sam ekscenter, reakcijski sili v 
podporah enako fazo, vendar različno amplitudo. Višja amplituda se pojavi v tisti podpori, 
ki je bližje danemu ekscentru. 
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5.3. Dolgi rotor z dvema masnima ekscentroma 
Na sliki 5.5 opazujemo simuliran časovni potek reakcij v podporah, zaradi vrtenja rotorja pri 
konstantni kotni hitrosti (slika 2.3). 
 
 
 
Slika 5.5: Reakcije v podporah dinamično neuravnoteženega rotorja. 
 
Ugotovimo, da imata pri dinamično neuravnoteženem, a statično uravnoteženem rotorju 
reakcijski sili v podporah enako amplitudo, fazni zamik pa znaša 180º. 
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6. Analiza vibracij na ležajnih mestih 
6.1. Balansiranje rotorja z merjenjem hitrosti na 
ležajnih mestih 
Balansiranje rotorja na osnovi merjenja vibracij na ležajnih mestnih popisuje standard ISO 
10816-1:1995. Neuravnotežen rotor povzroči ciklične obremenitve na ležajnih mestih, 
katerih posledica so povečane vibracije. Te vibracije lahko izmerimo s pospeškomerom. 
Preko integracije pospeška po času lahko določimo hitrost v odvisnosti od časa. Standard 
navaja, da je za večino naprav efektivna hitrost vRMS primerno merilo za oceno 
sprejemljivosti nivoja vibracij [4]. 
 
𝑣RMS = √
1
𝑇
∫ 𝑣(𝑡)2d𝑡
𝑇
0
 
 
 
(6.1) 
 
Po standardu so naprave razdeljene v več razredov, ki so prikazani v preglednici 6.1. 
 
Preglednica 6.1: Delitev naprav po razredih [4]. 
RAZRED 1 Majhne naprave (električni motorji moči do 15kW). 
RAZRED 2 Srednje velike naprave moči 15 kW do 75 kW brez posebnih temeljev ali togo 
pritrjene naprave do 300kW na posebnih temeljih. 
RAZRED 3 Velike naprave na togih temeljih. 
RAZRED 4 Velike naprave na relativno mehkih temeljih. 
 
 
Posamezno napravo iz določenega razreda glede na izmerjen nivo vibracij (preglednica 6.3) 
razvrstimo v eno od štirih obratovalnih področij, ki so prikazana v preglednici 6.2. 
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Preglednica 6.2: Področja obratovanj rotorjev [4]. 
PODROČJE A Večina novih naprav naj bi spadala v to področje. 
PODROČJE B Naprave v tem področju so navadno ustrezne za dolgotrajno obratovanje. 
PODROČJE C Naprave v tem področju so navadno neustrezne za dolgotrajno obratovanje. 
Delovanje naprav je dovoljeno v krajših časovnih obdobjih. 
PODROČJE D Vibracije v tem področju lahko resno poškodujejo napravo. 
 
 
Preglednica 6.3: Sprejemljiv nivo vibracij po standardu ISO 10816-1:1995 [4]. 
𝑣RMS[
𝑚𝑚
𝑠
] Razred I Razred II Razred III Razred IV 
0,28 A A A A 
0,45 
0,71 
1,12 B 
1,80 B 
2,80 C B 
4,50 C B 
7,10 D C 
11,2 D C 
18,0 D 
28,0 D 
45,0 
 
 
6.2. Določitev matematičnega modela 
Obravnavamo rotor z enako geometrijo kot v primeru uravnoteževanja na podlagi merjenja 
sil. Določiti želimo gibanje osi vrtenja na ležajnih mestih v radialni smeri. Reakcijsko silo 
FRDI(t) na posamezen ležaj smo določili v prvem delu naloge.  
 
Podpora ležajev je konzolni nosilec, ki je togo vpet v podlago. Obravnavani model je 
prikazan na sliki 6.1. Na celotni višini konzole h je prerez nosilca A(xN) v xN smeri 
konstanten. Prerez nosilca A(xN) je pravokotnik, širne B in dolžine C. Predpostavimo, da se 
vse obremenitve, ki zaradi neuravnoteženosti rotorja delujejo na ležaj, prenesejo v podporo.  
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Slika 6.1: Obravnavani primer podpore. 
 
Za določitev nihanja osi vrtenja v posameznem ležaju bomo najprej celotni rotor s 
konzolnima nosilcema pretvorili v sistem togega telesa vpetega preko štiri vzmeti, kot je 
prikazano na sliki 6.2. Nihanje v ležajnih mestih bomo obravnavali ločeno v ravninah xz in 
yz, kot sistem togega telesa vpetega preko dveh vzmeti, kot je prikazano na sliki 6.5. 
 
 
 
Slika 6.2: Sistem togega telesa vpetega preko štirih vzmeti. 
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6.2.1. Koeficient togosti 
6.2.1.1. Koeficient togosti v vzdolžni smeri konzole 
Pri določitvi koeficienta togosti v vzdolžni smeri konzole (slika 6.3) upoštevamo Hookov  
zakon [6,7] ter zapišemo: 
 
𝜎𝑥 =
𝐹𝑥
𝐴𝑥
= 𝐸 ∙ 𝜀 = 𝐸
Δ𝑙𝑥
𝑙
 
.
⇒ Δ𝑙𝑥 =
𝐹𝑥 𝑙
𝐸 𝐴𝑥
, 
 
(6.2) 
 
Δ𝑙𝑥 =
𝐹𝑥  
𝑘𝑥
, 
 
(6.3) 
 
 
 
Slika 6.3: Hookov zakon. 
 
kjer 𝜎x predstavlja natezno napetost, Fx silo, ki prijemlje na koncu konzole v osni smeri, E 
modul elastičnosti, Ax presek konzole, l začetno dolžino konzole, Δlx raztezek nosilca, 𝜀 
razmerje med raztezkom in začetno dolžino nosilca in kx togost vzmeti. Iz enačbe (6.2) 
vstavimo izražen Δlx v enačbo (6.3) ter zapišemo togost vzmeti kx: 
 
𝑘𝑥 =
𝐸 𝐴𝑥
𝑙
. 
 
(6.4) 
 
Za obravnavani primer velja l = h. 
 
 
6.2.1.2. Koeficient togosti v prečni smeri konzole 
Koeficient togosti v prečni smeri konzole bomo izpeljali tako, da bomo najprej izrazil poves 
na koncu konzole wy(l), pri dani obremenitvi Fy. Ta poves predstavlja raztezek vzmeti pri 
dani obremenitvi Fy(t) v y-smeri. Obravnavani primer je prikazan na sliki 6.4. 
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Slika 6.4: Upogib nosilca. 
 
 
Izhajamo iz enačbe (6.5) za poves nosilca, ki je izpeljana v delu Srpčiča [8]: 
 
𝑤𝑦
′′(𝑥) =
𝑀𝑧(𝑥)
𝐸 𝐼U𝑦
. 
 
 
(6.5) 
V enačbi (6.5) predstavlja wy''(x) drugi odvod povesa nosilca, Mz(x) potek momenta okoli z 
osi v x smeri in IUy odpornostni moment nosilca. Zapišemo vrednost momenta v podpori: 
 
𝑀0 = 𝐹𝑦 𝑙. 
 
(6.6) 
Zapišemo potek momenta okoli z osi v x-smeri: 
 
𝑀𝑧(𝑥) = 𝑀0 − 𝐹𝑦 ∙ 𝑥. (6.7) 
 
Zapišemo odpornostni moment pravokotnika [6]: 
 
 𝐼U𝑦(𝑥) =
𝐶 𝐵3
12
. 
 
(6.8) 
 
Upoštevamo robne pogoje, ki so podani v preglednici 6.4. 
 
Preglednica 6.4: Robni pogoji obravnavanega nosilca. 
𝑤𝑦
′(𝑥 = 0) 0 
𝑤𝑦(𝑥 = 0) 0 
 
 
Enačbo (6.5) integriramo po spremenljivki x: 
 
𝑤𝑦
′(𝑥) =
𝑀0𝑥 −
𝐹𝑦 ∙ 𝑥
2
2
𝐸 𝐼U𝑦
+ 𝑎       𝑤𝑦
′(0) = 0
.
⇒ 𝑎 = 0. 
 
 
(6.9) 
 
Ponovno izvedemo integracijo ter zapišemo enačbo za poves nosilca v y-smeri: 
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𝑤𝑦(𝑥) =
𝑀0𝑥
2
2 −
𝐹𝑦 ∙ 𝑥
3
6
𝐸 𝐼U𝑦
+ 𝑏      𝑤𝑦(0) = 0
.
⇒ 𝑏 = 0. 
 
 
(6.10) 
 
Izračunamo poves v y-smeri pri x=l=h: 
 
𝑤𝑦(𝑙) = Δ𝑙 =
𝐹𝑦 𝑙 𝑙
2
2 −
𝐹𝑦𝑙
3
6
𝐸  𝐼U𝑦
=
12 𝐹𝑦  𝑙
3
3 𝐸 𝐶 𝐵3
=
4 𝐹𝑦 𝑙
3
 𝐸 𝐶 𝐵3
. 
 
 
(6.11) 
 
Enačbo (6.11) vstavimo v enačbo (6.3) z ozirom na y-smer ter zapišemo togost vzmeti v 
prečni smeri ky: 
 
𝑘𝑦 =
𝐹𝑦
Δ𝑙
=
𝐹𝑦𝐸 𝐶𝐵
3
4 𝐹𝑦  𝑙3
=
𝐸 𝐶 𝐵3
4  𝑙3
. 
 
(6.12) 
 
Predpostavimo, da sta konzoli enakih dimenzij in imata identične materialne lastnosti. Te so 
zapisane v preglednici 6.5.  
 
Preglednica 6.5: Geometrija in modul elastičnosti podpor. 
h=h1=h2 [m] B=B1=B2 [m] C=C1=C2 [m] E=E1=E2 [MPa] 
0.4 0.2 0.2 200 
 
 
Upoštevamo enačbo (6.4) in enačbo (6.12) ter izračunamo togosti vzmeti. Identificirane 
togosti vzmeti so podane v preglednici 6.6. 
 
Preglednica 6.6: Izračunane vrednosti togosti vzmeti. 
k1x [MN/m] k2x [MN/m] k1y [MN/m] k1y [MN/m] 
20 20 1,25 1,25 
 
 
6.2.2. Gibalna enačba 
Izhajamo iz gibalnih enačb za gibanje togega telesa. Velja, da je vsota vseh sil, ki deluje na 
togo telo enaka produktu mase togega telesa in pospešku težišča [5]: 
 
∑ 𝐹𝑖 = 𝑚R ∙ 𝑥.̈  
(6.13) 
 
Velja, da je vsota vseh momentov z ozirom na težišče togega telesa enaka produktu kotnega 
pospeška ter težiščnega masnega vztrajnostnega momenta [5]. 
 
∑ 𝑀𝑖 = 𝐽 ∙ 𝜑.̈  
(6.14) 
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Na togo telo na mestu podpor delujeta sili vzmeti ter sili, ki sta posledici dinamike 
neuravnoteženega rotorja FRDIi. Zaradi lažje preglednosti bomo projekciji sil FRDIi na 
nepomični KS nadalje označevali z Fix in Fiy, kjer se indeks i nanaša na posamezni ležaj. 
 
 
6.2.2.1. Ravnina xz 
Na sliki 6.5 je shematski prikaz obravnavanega sistema togega telesa vpetega preko dveh 
vzmeti na nepomično podlago. Sili F1x(t) in F2x(t) na mestu podpor oz. vzmeti povzročata 
vzbujanje sistema. 
 
 
 
Slika 6.5: Sistem togega telesa vpetega preko dveh vzmeti na nepomično podlago. 
 
Na sliki 6.6 je prikazano translatorno in rotacijsko gibanje togega telesa v ravnini. 
 
 
 
Slika 6.6: Translatorno in rotacijsko gibanje togega telesa. 
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Pri zapisu gibalnih enačb predpostavimo majhne kote. Upoštevamo enačbo (6.13) in za 
translacijo v x smeri zapišemo: 
 
𝑚R
𝑑2𝑥
𝑑𝑡2
= −𝑥(𝑡)𝑘1𝑥 − 𝑥(𝑡)𝑘2𝑥 + 𝐹1𝑥(𝑡) + 𝐹2𝑥(𝑡), 
 
(6.15) 
 
kjer sili 𝐹1𝑥(𝑡) in 𝐹2𝑥(𝑡) predstavljata časovni potek sile v x smeri v fiksnem KS. 
 
Upoštevamo enačbo (6.14) in za rotacijo v ravnini xz zapišemo: 
 
𝐽𝑦T
𝑑2𝜑𝑦
𝑑𝑡2
= −𝑘1𝑥𝑧TR
2𝜑𝑦(𝑡) − 𝑘2𝑥(𝑙R − 𝑧TR)
2𝜑𝑦(𝑡) − 𝐹1𝑥(𝑡)𝑧TR
+ 𝐹2𝑥(𝑡)(𝑙R − 𝑧TR), 
 
(6.16) 
 
kjer je JyT enak vsoti masnih vztrajnostnih momentov obeh delov gredi, bobna, ter masnih 
točk, z ozirom na yT os, ki poteka skozi težišče rotorja: 
 
𝐽𝑦T = 𝐽𝑦G1 + 𝐽𝑦G2 + 𝐽𝑦B + 𝐽𝑦mt1 + 𝐽𝑦mt2. (6.17) 
 
Težiščni MVM obeh delov gredi in bobna izračunamo po enačbi za izračun težiščnega MVM 
valja 𝐽𝑦TV z ozirom na težiščno os yTV, ki je pravokotna na os valja, kot je prikazano na sliki 
6.7.  
 
𝐽𝑦TV =
𝑚V 𝑙
2
12
 
 
(6.18) 
 
 
 
Slika 6.7: Težiščna os valja. 
 
Upoštevamo še Steinerjevo pravilo za vsak element rotorja. Pri tem zanemarimo radialno 
komponento razdalj med težiščem posameznega elementa in težiščem rotorja oz. 
predpostavimo, da težišče rotorja leži na osi vrtenja. Radialno komponento razdalje 
upoštevamo le pri masnih točkah. Za vrtenine zapišemo: 
 
𝐽𝑦S = ∑ 𝑚𝑖 (𝑧T𝑖 − 𝑧TR)
2
𝑖
.  
(6.19) 
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Potrebno se je zavedati, da se zaradi rotacije rotorja okoli z osi masni vztrajnostni moment 
masnih točk z ozirom na yT os spreminja. Masni vztrajnostni moment, ki ga doprineseta 
masni točki izračunamo kot: 
 
𝐽𝑦Tmt = 𝑚t1√𝑟mt12 + (𝑧TR − 𝑧mt1)2
2
+ 𝑚t2√𝑟mt22 + (𝑧TR − 𝑧mt2)2
2
. (6.20) 
 
Zapišimo masni vztrajnostni moment rotorja okoli težišča z ozirom na yT os:  
 
𝐽𝑦T = ∑ 𝐽𝑦TV𝑖
𝑖
+ ∑ 𝐽𝑦S𝑖 + 𝐽𝑦Tmt
𝑖
.  
(6.21) 
 
Sistem diferencialnih enačb bomo rešili z uporabo programa Wolfram Mathematica 11 z 
uporabo funkcije NDSolve. Upoštevamo začetne pogoje, ki so zapisani v preglednici 6.7 in 
preglednici 6.8. Upoštevamo, da sta začetni kot in kotna hitrost enaka nič. Upoštevamo, da 
je začetna translatorna hitrost enaka nič in začetni translatorni pomik enak nič.  
 
Preglednica 6.7: Preglednica začetnih pogojev za ravnino xz. 
𝑥(𝑡 = 0) ?̇?(𝑡 = 0) 𝜑𝑦(𝑡 = 0) ?̇?𝑦(𝑡 = 0) 
0  0 0 0 
 
 
Preglednica 6.8: Preglednica začetnih pogojev za ravnino yz. 
𝑦(𝑡 = 0) ?̇?(𝑡 = 0) 𝜑𝑥(𝑡 = 0) ?̇?𝑥(𝑡 = 0) 
0  0 0 0 
 
 
Analogno se izračuna gibanje togega telesa v yz ravnini. Upoštevamo togosti vzmeti v             
y-smeri ter fazni zamik reakcijskih sil za 90º. Z rešitvijo gibalne enačbe za posamezno 
ravnino določimo časovni potek lege težišča ter zasuka rotorja xT(t), yT(t), φy(t), φx(t). Iz teh 
vrednosti ter razdalj med težiščem rotorja in podporama izrazimo lego podpor v odvisnosti 
od časa v ravninama xz in yz. Razdaljo med podporama označimo z lR. 
 
𝑥1(𝑡) = 𝑥R(𝑡) − 𝜑𝑦(𝑡)𝑧TR (6.22) 
 
𝑥2(𝑡) = 𝑥R(𝑡) + 𝜑𝑦(𝑡)(𝑙R − 𝑧TR) (6.23) 
 
𝑦1(𝑡) = 𝑦R(𝑡) − 𝜑𝑥(𝑡)𝑧TR (6.24) 
 
𝑦2(𝑡) = 𝑦R(𝑡) + 𝜑𝑥(𝑡)(𝑙R − 𝑧TR) (6.25) 
 
Enačbe (6.22)-(6.25) odvajamo po času. S tem določimo časovni potek hitrosti v podporah 
v ravninah xz in yz. Funkcijo hitrosti vstavimo v enačbo (6.1) ter izračunamo efektivno 
hitrost v ustaljenem stanju sistema za posamezno podporo v posamezni ravnini. Za izračun 
celotne vrednosti hitrosti vRMS za posamezno podporo je potrebno vektorsko sešteti vrednosti 
iz posameznih ravnin z uporabo Pitagorovega izreka: 
1 6.2 Določitev matematičnega modela 
38 
𝑣RMS1 = √𝑣RMS1𝑥
2+𝑣RMS1𝑦
2, 
 
(6.26) 
 
𝑣RMS2 = √𝑣RMS2𝑥
2+𝑣RMS2𝑦
2. 
 
(6.27) 
 
Izračunane vrednosti efektivne hitrosti so prikazane v preglednici 7.1. 
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7. Rezultati in diskusija 
7.1. Odziv v x-smeri 
Na sliki 7.1 in sliki 7.2 je prikazano nihanje podpor na ležajnih mestih v x-smeri v ustaljenem 
stanju sistema. Iz časovnih potekov premika je razbrati, da amplituda pomika za oba ležaja 
znaša 0,045 mm. 
 
 
 
Slika 7.1: Pomik prve podpore v x-smeri. 
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Slika 7.2: Pomik druge podpore v x-smeri. 
 
 
7.2. Odziv v y-smeri 
Na sliki 7.3 in sliki 7.4 je prikazano nihanje podpor na ležajnih mestih v y-smeri v ustaljenem 
stanju sistema. Iz časovnih potekov premika je razbrati, da amplituda pomika za oba ležaja 
znaša 0,8 mm. 
 
 
 
Slika 7.3: Pomik prve podpore v y-smeri. 
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Slika 7.4: Pomik druge podpore v y-smeri. 
 
V preglednici 7.1 so zapisane izračunane vrednosti efektivnih hitrosti za posamezno ravnino 
v posamezni podpori ter skupna efektivna hitrost posamezne podpore. 
 
Preglednica 7.1: Izračunane vrednosti efektivnih hitrosti. 
vRMS1x 
[mm/s] 
vRMS2x 
[mm/s] 
vRMS1y 
[mm/s] 
vRMS2y 
[mm/s] 
vRMS1 
[mm/s] 
vRMS2 
[mm/s] 
0,25 0,25 4,19 4,16 4,20 4,17 
 
 
Glede na vrednosti predstavljene v preglednici 6.1 lahko ugotovimo, da obravnavani rotor 
spada v drugi razred naprav. Iz tega sledi, da sistem glede na izračunano efektivno hitrost 
nihanja v podporah spada v C območje delovanja, kar pomeni, da je naprava neprimerna za 
dolgotrajno obratovanje. 
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8. Zaključki 
Rezultat zaključne naloge je simulacija časovnega poteka sil v podporah neuravnoteženega 
rotorja ter simulacija vibracij na ležajnih mestih.  Glavni povzetki zaključne naloge so:  
1) Zasnovali smo model neuravnoteženega rotorja ter zanj predstavili potek izračuna 
reakcij v podporah. 
2) Na podlagi časovnega poteka reakcij v podporah neuravnoteženega rotorja smo rotor 
uravnotežili. 
3) Za različne tipe neuravnoteženosti rotorjev smo določili, kakšen je oblikovni potek 
reakcij v podporah. 
4) Obravnavani neuravnoteženi rotor vpet v konzolni podpori smo pretvorili v sistem 
togega telesa vpetega preko štiri vzmeti in določil časovni potek nihanja podpor. 
5)  Obravnavani rotor smo umestil v obratovalni razred na osnovi standarda ISO 10816-
1:1995. 
 
V nalogi so predstavljeni različni tipi neuravnoteženosti rotorjev. Predstavljene so osnove 
balansiranja rotorjev na podlagi merjenja sil v podporah. Obravnavan je tudi standard, ki 
ocenjuje neuravnoteženost rotorjev na osnovi merjenja vibracij na ležajnih mestih. 
 
Predlogi za nadaljnje delo 
 
Upoštevanje sile teže v reakcijah v ležaju in momenta, ki ga sila teže povzroča v gibalni 
enačbi rotorja. Dodatno bi bilo potrebno analizirati, kolikšen delež reakcijske sile se z rotorja 
prenese preko ležaja v podporo. V nadaljevanju pa bi delo lahko nadaljevali z obravnavno 
deformabilnih rotorjev. 
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